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Bei mathematischem Billard geht es um die Fortbewegung von Billardkugeln innerhalb von allgemei-
nen Objekten. Eine periodische Billardbahn ist eine Bahn, die sich selbst repetiert. Wir studieren eine
spezielle Darstellung der Billardbahn, um einen bisher unbekannten Satz (Satz 2) Uber periodische Bil-
lardbahnen in regelmaBigen Polygonen herzuleiten. Die entwickelten Methoden werden fur den Wrfel

transferiert.

1 Einfiihrung

Mathematisches Billard ist die Studie
der Bewegung von sich fortbewegenden
Massepunkten, genannt Billardkugeln,
innerhalb von Gebieten G, wobei G zu-
sammenhingend und berandet ist. Der
Rand von G ist stiickweise glatt. Der
Massepunkt bewegt sich geradlinig und
mit konstanter Geschwindigkeit solange
fort, bis er auf den Rand des Gebietes
trifft und dort elastisch reflektiert wird.

Elastisch reflektiert bedeutet nach dem
Gesetz: Einfallswinkel gleich Ausfalls-
winkel. Die Geschwindigkeit bleibt bei
der Reflexion konstant und die Billard-
kugel bewegt sich nach der Reflexion
wieder geradlinig und mit konstanter
Geschwindigkeit fort, bis sie erneut

den Rand wuifft. Es gibt keine Reibung,.

Trifft die Billardkugel auf eine Ecke eines
Polygons, ist die Bewegung nicht weiter
definiert und endet genau dort. Klas-
sisch wird Billard im zweidimensiona-
len Raum betrachtet, also GCR2. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit setzten
wir voraus, der Startpunkt befindet sich
auf dem Rand von G also: S€dG. Die
Billardkugel wird abgeschossen mit dem
Abschusswinkel . Es gile: a €(0, n).

Als Billardposition p(#) wird die Position
einer Billardkugel zum Zeitpunkt z € R
bezeichnet. p(#) ist abhingig vom Start-
punkt S auf dem Rand von G und dem
Abschusswinkel «, sowie dem Zeitpunkt
t. w(t) sei der zwei-dimensionale Bewe-
gungsvektor zu Zeitpunkt £. w (0):= 7.
Also ist 7 der Abschussvektor und damit
die vektorielle Form von a. r(t) ist das

Paar aus der Position p(2) und w(t). (sie-
he Abb. 1)

Definition 1

(Billardposition p(2), w() und (%) in
Gebiet G). Fiir GCR? zusammenhin-
gend, berandet und stiickweise glatt,
S€dG und a € (0, n) ist p(z) die Positi-
on der Billardkugel zu einem Zeitpunkt
t €R. w(t) ist der Bewegungsvektor zu
Zeitpunkt 7. 7(z) ist das Paar aus p(2) und
w(t).

p: OGx (0,71) xR =G
(S,a,t) = p(t)

g

1 9G x (0,7) x R — R?
(S, o, t) = w(t)

r: 9G x (0,7) x R = G x R?
(Sya,t) = r(t)
(S, a,t) = (p(t), w(t))



Anmerkung

Es gilt: r(0) = (S, 7)

Die Billardbahn 4 ist die von der Bil-
lardkugel zuriickgelegte Spur, nach un-
endlich langer Zeit zu einem Startpunkt
S€dG und einem Abschusswinkel a.

Definition 2

(Billardbahn & in Gebiet G) GCR? zu-
sammenhingend, berandet und stiick-
weise glatt, S€dG und «a €(0, =) ist &
die Billardbahn. B(G) sei die Menge der
Billardbahnen in G.

b: 0G x (0,7) — B(G)
(S,a) = b(S,a)
b(S, ) :== {p(t)|t € R>o}

Definition 3

(Periodische Billardbahn in Gebiet G)
Eine Billardbahn 4 in G heifft perio-
disch, falls Gleichung 1 mit der Bedin-
gung ¢ €R >0 losbar ist.

r(0) = (8,9) = r(t1) M

Anmerkung

Ist Gleichung (1) lgsbar und 4 somit
periodisch, gibt es unendlich viele ver-
schiedene Zeitpunkte r €R, bei denen
Gleichung (1) I6sbar ist. So gilt: Wenn ¢,
Gleichung (1) I6st, so folgt: r (n-z) =
r(0) mit n €N. Es existieren auch nicht
periodische Billardbahnen, fiir welche
gilt:

V teRy: r (0) = r(2). Nach 6(5,a): =
{p(t)] t €R } folgt, dass eine periodische
Billardbahn eine endliche Linge hat und
aus einer endlichen Anzahl Teilstrecken
besteht, wihrend eine nicht periodische
Billardbahn eine unendliche Linge hat
und aus einer unendlichen Anzahl Teil-
strecken besteht.

Definition 4

(Periodenzahl p von periodischer Bil-
lardbahn) Ist eine Billardbahn & pe-
riodisch, besitzt sie eine Periodenzahl
peN. Die Periodenzahl ist die Anzahl
Teilstrecken, aus welcher die periodi-
sche Billardbahn besteht. Beispiels-
weise hat die periodische Billardbahn
aus Abb. 2(a) eine Periodenzahl von 6.

Definition 5

(Billardbahn im Netz 4 ) Als Billard-
bahn im Netz 4 in einem konvexen
Polygon wird eine andere Darstellung
der Billardbahn definiert. Sie entsteht,
wenn man vom Startpunkt aus bei jeder
einzelnen Reflexion anstatt die Billard-
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Abb. 1: Billardkugel zu Zeitpunkt t.

a)

Abb. 2: a) Billardbahn b b) Billardbahn b .

kugel zu reflektieren, mit dem Polygon
an der Seite der Reflexion eine Geraden-
spiegelung durchfithrt. Das Netz von
b, ist die Vereinigung der gespiegelten
Polygone, welche von der Billardkugel
der Billardbahn im Netz & durchlaufen
werden. Somit ist die Billardbahn im
Netz &4 ein Strahl von Punkt § aus mit
dem Abschussvektor 7. Abb. 2 veran-
schaulicht eine periodische Billardbahn
im Quadrat und die zugehérige Billard-
bahn im Netz.

2 Periodische Billardbahnen in regel-
maBigen Polygonen

Sei G ein regelmifliges Polygon. Alle
Seitenlingen seien 1. Die Seite, auf der
sich der Startpunke befindet, wird s ge-
nannt und ist somit die Startseite. Da
die Polygone regelmiflig sind, ist es irre-
levant auf welcher Seite der Startpunke
liegt. Nur der Abstand zu den Eckpunk-
ten ist entscheidend. Deshalb betrach-
ten wir von jetzt an S* als den Abstand
des Startpunktes zum linken Eckpunkt
der Startseite und es gilt: S*e (0,1).

Definition 6
(Menge K?einer Billardbahn im Netz 4 )
P sei ein Schnittpunkt zwischen & , und

einer zur Startseite parallelen Seite des
Netzes von b , wobei P ungleich § sei.
P liege auf der Seite £. £ ist parallel zu s.
C'sei der linke Eckpunkt von 4. P ist ein
Element der Menge K7, falls gilt: (Abb. 3,
Seite 38)

1) S§*=PC

Anmerkung

Da £ parallel zu s ist, ist der Winkel zwi-
schen 4 , und k gleich wie der Abschuss-
winkel. Wegen dieser Eigenschaft und
der Abstandseigenschaft (1) ist jedes
Element der Menge K” sozusagen eine
Kopie des Startpunktes im Netz.

Lemma 1

Fiir alle regelmissigen Polygone gilt:

Ist K%#{ }, so hat die Menge K” unend-
lich viele Elemente.

Beweis

Zu ¢, sei die Billardkugel im Netz Ele-
ment der Menge K”. Aus den Eigen-
schaften der Menge K” folgt: Die Bahn
der Billardkugel von t = 0 bis ¢, ist gleich
wie die Bahn der Billardkugel von 7, bis
2 - ¢,. Somit ist die Billardkugel zu 2 - ¢,
Element der Menge K”. Nun setzen wir
t,= 2 - t, und fiihren die gleiche Argu-




mentationskette nochmals durch und
erhalten ein weiteres Element der Men-
ge K. Dies geht unendlich oft. O

Lemma 2

Fiir alle regelmifiigen Polygone gilt:

Ist b, zugehdrig zu einer periodischen
Billardbahn, so ist die Menge K” nicht

leer.

Beweis

Nach der Definition einer periodischen
Billardbahn wissen wir, dass fiir die
Billardbahn zu einem Zeitpunkt, nen-
nen wir ihn 7, gile: r(z) = (S,5). Es
folgt, dass auch zu 2 - ¢, gilt: 1(2- 7)=
(S,7). Das Hauptargument des Bewei-
ses ist: Die Billardkugel legt innerhalb
des Polygons von 0 bis 7, genau die glei-
che Bahn zuriick wie von #, bis 2- ¢,.
Daraus folgt, dass die Teilstrecken der
Billardbahn im Netz von 0 bis #, genau
gleich sein miissen wie von #,bis 2 - 7,.
Die Billardkugel im Netz sei zu 7, der
Punkt P, Die Billardkugel im Netz sei
zu 2 - £, der Punkt P, Nun wird gezeigt,
P,e K" Wir beweisen, dass beide Ei-
genschaften der Menge K" fiir P, gelten:

(1) P,befindet sich auf einer Seite paral-
lel zu der Startseite.

Beweis

Befindet sich P, auf einer Seite parallel
zur Startseite, ist dies der Fall. Befindet
sich P, nicht auf einer Seite parallel zur
Startseite gilt: Von 0 bis 7, bewegt sich
die Billardkugel im Netz von der Start-
seite zu einer nicht parallelen Seite, also
bewegt sich die Billardkugel von #, bis
2 - ¢, auch von einer Seite zu einer nicht
parallelen Seite. Folglich ist die Seite,
auf der sich P, befindet, nicht parallel
zu der Seite von P,. Die Billardbahn im
Netz hat den Abschusswinkel 4. Seiten
auf denen sich P, oder P, befinden,
miissen die Billardbahn im Winkel «
schneiden, dies gilt wegen der Periodi-
zitit. Mochte man allgemein eine Gera-
de mit einer Seite im Winkel # schnei-
den, kommen dafiir nur zwei Lagen der
Seite in Frage. Die Startseite ist in einer
dieser Lagen gedreht und die Seite, auf
der sich P befindet, in der anderen. Da-
raus folgt: P, ist gleich wie die Startseite
gedreht und somit parallel.

(2) Der Abstand von P,zu dem linken
Eckpunkt der Seite von P, ist gleich $*.

E] 5

Abb. 3: Element der Menge K? im Netz eines regelmaBigen Siebenecks.

-
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Abb. 4: Konstruktion der Menge L.

Beweis

Wegen der Periodizitit muss die erste
Teilstrecke der Billardbahn im Netz,
also die Strecke zwischen Startpunkt
und erstem Schnittpunkt des Netzes
mit der Billardbahn, gleich sein wie die
erste Teilstrecke nach P,. Zusitzlich gilt
(1) und daher muss der Abstand von P,
zum linken Eckpunkt gleich §* sein. P,
ist somit € K*. 0

Definition 7
(Menge L abhingig von einer Menge
K?) Das Netz einer Billardbahn ist durch

Geradenspiegelungen entstanden.  Sei
K € K" Nun wird der Prozess der Ent-
stehung des Netzes umgedreht. Also das
Netz wird wieder zum Urpolygon zu-
riickgeklappt oder anders gesagt die Po-
lygone werden mit Geradenspiegelungen
auf das Urpolygon zuriick gespiegelt.

So auch das Polygon, von welchem K ein
Element ist. Die Punkte des Urpolygons,
auf denen sich durch diesen Prozess ein
zuriickgeklapptes Element der Menge K”
befindet, bilden die Menge L. (Abb. 4)



Anmerkung

Die Abstandseigenschaft der Elemente
der Menge K” bleibt bei den Geraden-
spiegelungen erhalten. Daher kénnen
pro Seite des regelmifligen Polygons
nur zwei Punkte € L sein. Es folgt: Die
Menge L hat eine endliche Anzahl Ele-
mente.

Satz 1

Fiir alle regelmifligen Polygone gilt:
Eine Billardbahn ist genau dann perio-
disch, wenn die Menge K der zugehs-
rigen Billardbahn im Netz nicht leer ist.

Beweis

Unterscheiden wir die beiden Aussagen:

(1) Billardbahn periodisch = K= {}:
Dies wurde in Lemma 2 bewiesen.

(2) K #{} = Billardbahn periodisch.

Beweis

Nach Lemma 1 hat demnach die Men-
ge K” unendlich viele Elemente. Daraus
folgt: Zu unendlich vielen verschiedenen
Zeitpunkten erreicht die Billardkugel im
Polygon ein Element der Menge L.

Da die Menge L jedenfalls eine end-
liche Anzahl Elemente hat, gilt
Es existieren zwei ungleiche Zeitpunkte
t; t, € R0 mit ¢, <t fir die
p (z) = p (z). Da es zuriickgeklappte
Elemente der Menge K”sind und diese
auf den gleichen Punke zuriickgeklappt
werden, ist auch der Bewegungsvektor
gleich. So gilt: r ()= r (¢,). Lassen wir
dann die Zeit riickwirts laufen bis 7, = 0
haben wir einen Zeitpunkt #*= z,- ¢, >
0 fiir den gile: £(0)= r (#*). Somit ist die
Billardbahn per Definition periodisch.o

Definition 8

(Koordinatensystem A einer Billard-
bahn & oder b) A sei ein kartesisches
Koordinatensystem. Der Startpunkt der
Billardbahn habe in A die Koordina-
ten (0, 0). Die X-Achse sei parallel zur
Startseite. Alle Elemente des Polygons,
innerhalb welchem 4 oder 4 sich befin-
det, haben Y-Koordinaten grofier gleich
null.

Satz 2

Fiir den Abschusswinkel « einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmis-
sigen Polygon mit Seitenzahl 7 gibt es
a,€Z; b, ez mitiefl, 2, ..., n-1}, sodass
gilt:

ool o)

sim{ex)

Abb 5: Pfad zu Element der Menge K.

n—1

Zui -sin(i - 22

tan(q) = =2

n—1
Zbi “cos(i - ZX)
=0

2

Beweis

Nach Satz 1 gile: Eine Billardbahn ist
genau dann periodisch falls die Menge
K?der zugehérigen Billardbahn im Netz
nicht leer ist. Somit ist das allgemeine
Untersuchen der Menge K”von Interes-
se. Satz 2 beantwortet die Frage: Fiir das
Netz eines regelmifligen Polygons mit
Seitenzahl 7, welche Koordinaten (im
Koordinatensystem A) kann ein Ele-
ment der Menge K” haben? Zeigen wir
folgende Teilaussagen:

(1) Im Netz des regelmifligen Polygons
gilt: Jede Kante des Netzes ist parallel zu
einer der Kanten des Startpolygons.

Beweis

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
zeigen wir, dass jedes Teilpolygon des
Netzes eine zur x-Achse parallele Kante
hat. Wir zeigen, dass wenn ein Polygon
des Netzes P, eine zur x-Achse paralle-
le Kante hat, so hat auch das von der
Billardkugel als nichstes durchlaufene
Polygon P, eine zur x-Achse parallele
Kante. P, teilt sich mit P, eine Kante. Ist
diese Kante parallel zur x-Achse, gilt die
zu zeigende Aussage. Falls nicht gilt: P,
ist kongruent zu P,. x sei die zur x-Achse

parallele Kante von P,. k4 sei die von P,

und P, geteilte Kante. Die Innenwinkel
sind alle gleich. Die Drehung zweier
Kanten, die sich einen Eckpunket teilen,
unterscheidet sich um den Innenwinkel.
Die Drehung von x im Verhilenis zu 4
unterscheidet sich somit um ein Vielfa-
ches des Innenwinkels. Wegen der Kon-
gruenz von P, und P, gibt es somit eine
Kante von P, welche um das gleiche
Vielfache des Innenwinkels gedrehe ist
und somit parallel zu x isz.

(2) Die Y-Koordinaten jedes Elementes
der Menge K” im Koordinatensystem
A sind gleich Summen von ganzzahli-
gen Vielfachen von Sinusen der Winkel
der Seiten des Startpolgyons. Fiir die
X-Koordinaten sind es Summen von
ganzzahligen Vielfachen von Cosinusen
der Winkel der Seiten des Startpolgy-
ons.

Beweis

Jedes Element der Menge K” befindet
sich auf einer Seite des Netzes. Daher
gibt es einen Pfad entlang des Netzes
von dem Startpunkt zu dem Element
der Menge K”. (Abb. 5) Die Eckpunk-
te des Pfades unterteilen den Weg in
Teilabschnitte. Der erste und letzte Ab-
schnitt sind parallel zur x-Achse und ha-
ben zusammen die Linge 1 oder cos(0)
(wegen der Definitionen des Koordi-
natensystems und der Menge K7). Die
iibrigen Abschnitte sind Kanten des
Netzes. Diese haben auf die y-Achse
und x-Achse projiziert die Linge des Si-
nus und Cosinus der Winkel der Kante.




Wegen Aussage (1) miissen wir nur die
Winkel der Kanten des Startpolygons
nehmen. Somit kdnnen wir entlang des
Pfades kontinuierlich die Koordinaten
jedes Elementes der Menge K”aufbauen.
Damit sind die Y- und X-Koordinaten
ganzzahlige Vielfache von Sinusen und
Cosinusen der Winkel der Seiten des
Startpolgyons.

(3) Die Winkel der Seiten des Startpo-
lygons zur X-Achse des Koordinatensys-
tems A sind der Form 7 - 27/,

Beweis

Der Startpunkt befinde sich auf der Sei-
te 5, Nun nummerieren wir die Seiten
im Gegenuhrzeigersinn mit s5,5,...,5 .
B, sei der Winkel zwischen der X-Achse
und s,. Somit ist s, gleich 0. Nach Abb. 6
gilt fir B, - B, = 2n/n, miti € {1, 2, ..,
n-1}. Somit ist 8, gleich 7 - 21y,

Da alle Seitenlingen gleich 1 sind, ha-
ben die Sinuse und Cosinuse der Winkel
die richtigen Lingen. Nun wissen wir,
dass die Y-Koordinaten aller Elemente
der Menge K”im Koordinatensystem A
sich als Summe ganzzahliger Vielfacher
der Sinuse von B berechnen lassen, fiir
die X-Koordinaten sind es die Cosinuse.
Der Tangens des Abschusswinkel ist die
Y-Koordinate geteilt durch die X-Koor-
dinate des Elementes der Menge K”. Die
gesuchte Relation ergibt sich. O

Wegen der folgenden Relationen gilt
Korollar 1, 2, 3 und 4.

|sin(@)| = |sin(7 4 )| lcos(m + )] = cos(m — o]
- m
| cos(a)| = | cos(m + )| ‘Sm<§ +a)l= \sm(g —a)|
[sin(m + )| = | sin(m — )| |cos(g +a)| = \ms(g —a)|
Korollar 1

Fiir den Abschusswinkel « einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmifii-
gen Polygon mit Seitenzahl n, wobei n
gerade ist, gibt es #,€Z; b, €Z mit i €
{1, 2, ..., 5 -1}, sodass gilt:

tan(a) = —

3)

Korollar 2

Fiir den Abschusswinkel « einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmifii-
gen Polygon mit Seitenzahl 7, wobei n
ungerade ist, gibt es 2,€7Z; b, €Z miti e
{1,2,, ...,nz;l}, sodass gilt:

(4)

Korollar 3

Fiir den Abschusswinkel « einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmifii-
gen Polygon mit Seitenzahl 7, wobei 7
durch 4 teilbar ist, gibt es 2,€7; b, €Z
mitie {1, 2,, ..., % x, sodass gilt:

n
£

Zai -sin(i - ZT’T)

i=0

tan(a) = —
Zbi ~cos(i - ) (5)
i=0

Korollar 4

Fiir den Abschusswinkel « einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmifii-
gen Polygon mit Seitenzahl 7, wobei 7
durch 6 aber nicht durch 4 teilbar ist,
gibtes 2.€Z; b, €z mitie {1,2,...22},
sodass gilt:

(©)

Anmerkung

Es wird nun eine Méglichkeit beschrie-
ben, wie man Korollar 1 geometrisch
verstehen kann: Jede Seite im regelma-
Rigen Polygon mit gerader Seitenanzahl
hat eine gegeniiberliegende parallele
Seite. Die Sinusse und Cosinusse von
Winkeln von gegeniiberliegenden Seiten

sind im Betrag gleich. Fiir die iibrigen
Korollare kann man hnliche Argumen-
te finden.

Folgerung

Fiir jedes n > 3 gibt es hochstens ab-
zihlbar viele Startwinkel, fiir die eine
Billardbahn in einem regelmifligen n-
Eck periodisch ist. Dies liegt daran, dass
jeder Abschusswinkel, welcher eine der
Gleichungen 16st, als ein Tupel - bezie-
hend auf die entsprechende Gleichung -
bestehend aus ganzen Zahlen darstellbar
ist.

Korollar 1 bis 4 sind keine hinreichen-
den Bedingungen fiir Abschusswinkel
periodischer Billardbahnen, da auch
Winkel grofler als m die Gleichungen
erfiillen. Beschrinkt man jedoch die
Bedingung auf Winkel a €(0, 7) ist die
Frage noch offen, ob die Bedingung hin-
reichend ist. Einzig fiir das regelmifSige
Dreieck, Viereck und Sechseck, wissen
wir, dass die Bedingungen hinreichend
sind. Nur diese regelmifligen Polygone
parkettieren die Ebene und deshalb sind
alle Elemente der Menge K” durch die
Position der parallelen Seiten der Parket-
tierung ausfindig zu machen.

Aus den entsprechenden Gleichungen
folgt - durch das Betrachten der Par-
kettierungen folgt sogar, dass die Be-
dingungen hinreichend sind - somit fiir
das Quadrat, das regelmiflige Dreieck
und das Sechseck: (1) Eine Billardbahn
im Quadrat ist genau dann periodisch,
falls fiir « € (0, m) Gleichung (7) gilt.
(2) Eine Billardbahn im regelmifigen



Dreieck oder Sechseck ist genau dann
periodisch, falls fiir & €(0, ) Gleichung
(8) gilt. Abb. 7 zeigt einige periodische
Billardbahnen mit den zugehérigen Da-
ten.

tan(o) = Z—; 7)
ag - V3
tan(a) = . IQA 8)

Im regelmifligen Fiinfeck und Achteck
ergeben unsere Gleichungen folgende
Sdtze: (1) Ist eine Billardbahn im regel-
mifligen Fiinfeck periodisch, dann gilt
fiir den Abschusswinkel Gleichung (9).
(2) Ist eine Billardbahn im regelmifigen
Achteck periodisch, dann gile fiir den
Abschusswinkel Gleichung (10).

ay - sin(3E) + ag - sin(4F)
tan(a) = 2 4-
bo + by - cos( %) + by - cos(ZFF) 9)
ay -sin(%) +a
tan(a) = a1 -sin(§) + a2

bo + b1 ~sin(%) (10)
3 Periodische Billardbahnen inner-
halb des Wiirfels

W sei ein Wiirfel. W ist der Rand des
Wiirfels. Alle Seitenlingen des Wiirfels
seien 1. Definieren wir die Fortbewe-
gung einer Billardkugel innerhalb eines
Wiirfels. Die Kugel bewegt sich solange
geradlinig fort, bis sie auf d W trifft und
dort nach folgendem Gesetz reflektiert
wird: (1) Einfallswinkel gleich Ausfalls-
winkel (2) Einfallsebene gleich Ausfalls-
ebene. Nach der Reflexion bewegt sich
die Billardkugel wieder geradlinig fort,
bis sie erneut dW trifft. Der Startpunkt
sei € OW, Trifft die Billardkugel auf eine
Ecke oder eine Kante des Wiirfels ist die
Bewegung nicht weiter definiert und en-
det genau dort.

b, sci die Billardbahn im Wiirfel. Das
Koordinatensystem A , sei ein dreidi-
mensionales Koordinatensystem und
sei so platziert, dass eine der Ecken des
Wiirfels die Koordinaten (0, 0, 0) hat
und eine Seite des Wiirfels Teilmenge des
positiven Teiles der X-Achse, eine Seite
des Wiirfels Teilmenge des positiven Tei-
les der Y-Achse und eine Seite des Wiir-
fels Teilmenge des positiven Teiles der
Z-Achse ist. Der Abstand des Startpunk-
tes zu den Kanten der Fliche, auf der der
Startpunke sich befindet, ist mafigebend
fiir die Form der Billardbahn und nicht

die Position der Fliche. Daher ist es ge-

S*=0.25
(a1,bo,b1) = (1,1,1)

S*=0.25
(a1,b0) = (2,3)

S*=0.25
(a1,b0,b1) = (1,1,1)

(al, bo) = (6, ].)

S*=0.25
(a1,bo,b1) = (1,3,0)

S*=0.25
(a1,b0) = (7,6)

S* =0.25
(a1,bo,b1) = (1,8,1)

Abb. 7: Beispiele fir periodische Billardbahnen im Dreieck, Quadrat und Sechseck.

S*=04
(ar,az, b, by, bo) = (1,

0,3,3.0)

S* =05

(a1, as,bo, by, bs) = (4,3,1,0,-3)

S*=0.25
(ay,a2,bo,b1) = (11,

7.1,1)

S*=0.1
(ar,az,bp,b1) = (3,2,9,13)

Abb. 8: Beispiele fiir periodische Billardbahnen im regelmaBigen Flinfeck und im regelmaBigen Achteck.




niigend als Startpunkt S zwei Zahlen x,
y €(0,1) festzulegen. Die Ebene E sei
die Ebene zu der die Punkte (0, 0, 0),
(1,0,0), (0, 1, 0) und (1, 1, 0) gehoren.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
gilt: Der Startpunke befindet sich auf
der Ebene E und hat die Koordinaten
(x, » 0). 7 sei der Abschussvektor. Es

gilt: v, »,€R und v,ER (Abb. 9)
U1

U= V2
U3

Wie das Quadrat die Ebene parkettiert,
so fiillt der Wiirfel den dreidimensiona-
len Raum. Daher bietet es sich an, auch
die Menge K”zu definieren. Als Billard-
bahn im Raum &4 des Wiirfels wird eine
andere Darstellung der Billardbahn defi-
niert. Sie entsteht, wenn man vom Start-
punkt aus bei jeder einzelnen Reflexion
anstatt die Billardkugel zu reflektieren
mit dem Wiirfel an der Fliche der Refle-
xion eine Ebenenspiegelung durchfiihre.
Somit ist die Billardbahn im Raum &
ein Strahl von Punkt S aus mit dem Ab-
schussvektor 7.

Definition 9

(Menge K”von b ) P, sei ein Schnitt-
punkt zwischen 4 und dem Wiir-
felraum, wobei die Fliche auf der
sich P, befindet, parallel zur Startfla-
che sei. S ist der Startpunkt von & . P,
sei ungleich S. § hat die Koordinaten
x, y» 0) und liegt auf der Ebene E.
P liege auf der Fliche 77 T ist parallel zu
E. k, sei die Kante von 7, welche par-
allel zur Y-Achse ist und eine kleinere
X-Koordinate hat. K, sei die Kante von
T, welche parallel zur X-Achse ist und
eine kleinere Y-Koordinate hat. P sei der
Punkt auf mit kleinstem Abstand zu P,
P, sei der Punkt auf K, mit kleinstem
Abstand zu P,

P, ist ein Element der Menge K", falls
gilt: (Abb. 10)

(1) xr = Pipl
(2) y=PP
Lemma 3

Ist K”= { }, so hat die Menge K” unend-

lich viele Elemente.

Beweis
Zu t,sei die Billardkugel im Raum Ele-
ment der Menge K”. Aus den Eigenschaf-

z = Achse

1y = Achse

i
'}
\1.
i

Abb. 10: Menge Kr.

ten der Menge K”folgt: Die Bahn der Bil-
lardkugel von 7= 0 bis ¢, ist gleich wie die
Bahn der Billardkugel von #,bis 2 - 7, So-
mit ist die Billardkugel zu 2 - #, Element
der Menge K”. Nun kénnen wir #, durch
2 - ¢, ersetzen und die gleiche Argumen-
tationskette nochmals durchfithren und
erhalten ein weiteres Element der Menge

K”. Dies geht unendlich oft. O

Lemma 4
Ist b zugehorig zu einer periodischen
Billardbahn, so ist die Menge K”von &,
nicht leer.

Beweis
Nach der Definition der periodischen

Billardbahn wissen wir, dass fiir die Bil-
lardbahn zu einem Zeitpunkt, nennen
wir ihn 7, gilt: Die Position und der Be-
wegungsvektor der Billardkugel ist gleich
wie zu t = 0. Die Billardkugel im Raum
sei zu ¢, der Punke P,. Wir zeigen P, €
K?, Wir beweisen folgende Teilaussagen:

(1) P, befindet sich auf einer Fliche par-
allel zu der Startfliche.

Beweis
P, ist eine Spiegelung des Startpunktes
im Wiirfelraum. Alle Spiegelungen des
Startpunktes befinden sich auf Flichen
parallel zur Startfliche. Somit gilt die
Aussage.



Abb. 11: Kandidaten fir P,.

Abb. 12:S = (0.5, 0.5); V'= [0; 0; 1].

Abb. 13:S = (0.5, 0.5); V= [0; 0; 1].

Abb. 14:S = (0.4, 0.25); V' = [1; 1; 2].

(2) P, hat die richtigen Abstinde zu den
Kanten der Fliche, auf der sich P, befin-
det, fiir die Menge K”.

Beweis

(Abb. 11) Nur fiir einen Punkt auf der
Fliche von P, gilt, dass die Strecke vom
Startpunkt zum ersten Schnittpunkt

Abb.15:S = (0.5,0.3); V' = [2; 2; 1].

der Billardbahn im Raum mit dem
Wiirfelraum kongruent ist zu der Stre-
cke von diesem Punkt zum nichsten
Schnittpunkt der Billardbahn im Raum
mit dem Wiirfelraum. Wegen der Perio-
dizitdt ist P, dieser Punkt und hat somit
die richtigen Abstinde fiir die Menge
K

Definition 10

(Menge L einer Billardbahn im Wiirfel)
Der Wiirfelraum einer Billardbahn ist
durch Ebenenspiegelungen entstanden.
Ke K" Ke b, K€ cines gespiegelten
Wiirfels von dem Wiirfelraum von 4.
Nun wird der Prozess der Entstehung
des Wiirfelraumes umgedreht. Die Wiir-
fel werden mit Ebenenspiegelungen auf
den Urwiirfel zuriick gespiegelt. So auch
der Wiirfel, von welchem K ein Element
ist. Alle Elemente des Urwiirfels, auf de-
nen sich durch diesen Prozess ein gespie-
geltes Element der Menge K” befindet,
sind € L.

Anmerkung

Die Menge L hat jedenfalls eine endliche
Anzahl Elemente, da Elemente der Men-
ge L eine gewisse Abstandseigenschaft
erfiillen miissen und zusitzlich nur auf
zwei verschiedenen Flichen sein koén-
nen. Somit kommen fiir Elemente der
Menge L 8 Punkte in Frage.

Satz 3

Eine Billardbahn 4, innerhalb des Wiir-
fels ist genau dann periodisch, wenn die
Menge K der zugehorigen Billardbahn
im Raum nicht leer ist.

Beweis
Zeigen wir folgende Aussagen:
(1) Billardbahn periodisch =K" = {}:

Dies wurde in Lemma 4 bewiesen.
(2) K*={} = Billardbahn periodisch.

Beweis

Nach Lemma 3 ist hat demnach die
Menge K”unendlich viele Elemente. Da-
raus folgt: Zu unendlich vielen verschie-
dene Zeitpunkten ist die Billardbahn im
Wiirfel Element der Menge L. Da die
Menge L jedenfalls eine endliche Anzahl
Elemente hat, gile: Es existieren zwei
ungleiche Zeitpunkte 7, z,> 0, fir die
Position und Bewegungsvektor der Bil-
lardkugel gleich sind. Daraus folgt, dass
die Billardbahn periodisch ist. O

Betrachten wir ein Koordinatensystem
B welches eine parallele Verschiebung
des Koordinatensystems A ist. Der
Startpunkt S habe in dem Koordinaten-
system B , die Koordinaten (0, 0, 0). Im
Koordinatensystem B : Alle Elemente der
Menge K”haben Koordinaten (m, n, 0)
mit m, n €Z und g eN, o Es folgt Ko-
rollar 5.



Korollar 5

Eine Billardbahn innerhalb des Wiirfels
ist genau dann periodisch, wenn fiir den
Abschussvektor folgendes mit m, n € Z

und 0 €N= 0 sowie # € R ) gllt

U1

7= ()

U3

Abb. 12 bis 15 zeigen periodische Bil-
lardbahnen innerhalb des Wiirfels.

Anmerkung

Fir fast alle periodische Billardbahnen
gilt: Projiziert man eine periodische Bil-
lardbahn im Wiirfel auf eines der Qua-
drate, aus welchem der Wiirfel besteht,
so entsteht eine periodische Billardbahn
im Quadrat.

Anmerkung

Abb. 15 sieht ein wenig eigenartig aus.
Dies liegt daran, dass zwei aufeinander-
folgende Streckenabschnitte in unserer
Projektion auf der gleichen Ebene liegen.

Satz 4

Es gilt: ggt (m, n, o) = 1 fiir eine
periodische Billardbahn im Wiirfel.
Die Periodenzahl der Billardbahn ist

2 - (|m| + |n| + o).

Beweis

Das erste Element der Menge K” der pe-
riodischen Billardbahn im Netz hat im
Koordinatensystem B die Koordinaten

(m, n, 0), mit ggt (m, n, 0) = 1, da dieser
Punke eine Verlingerung des Abschuss-
vektors ist. Zu ¢, > 0 treffe die Billard-
kugel im Wiirfel den Startpunke und der
Bewegungsvekror sei gleich wie bei 7= 0.
Die Billardkugel im Raum trifft somit zu
t,den mehrfach reflektierten Startpunkt,
welcher auch € K”ist. Alle Flichen des
Wiirfelraumes sind parallel zur XY=, XZ-,
oder YZ- Ebene. Damit ein reflektierter
Startpunkt Element der Menge ist, muss
er eine gerade Anzahl an Malen an den
drei Flichentypen reflektiert worden
sein. Der Punkt (2 - m, 2 - n, 2 - o) ist
der erste Punkt, der sowohl Element der
Menge K, als auch ein reflektierter Start-
punke ist. Die Anzahl Teilstrecken zwi-
schen Sund (2-m, 2. n, 2 o) ist gleich
2 - (|m| + |n| + o). Somit ist dies die Pe-
riodenzahl. O
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